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1．はじめに
　これまでに変分法により磁気ベクトルポテンシャルを用いた三次元静磁界解
析のための有限要素定式化が示された（1）”（3）。この手法によりゲージ条件を考
慮するにはLagrange定数法を用いるため、ゲージ条件の導入は数値計算上極め
て性質が悪く、扱いにくくなることが報告されている（4）一（5㌔そのため、ゲー
ジ条件を無視した解析が行われてきた。MohammedらはDirichlet条件により
gradφなる磁気ベクトルポテンシャルの不定性を抑えることができるためゲー
ジ条件を課す必要がないことを示した（6）。その中で、節点でgradφの値を抑え
ることが可能であるため要素間の境界でのgradφの値が連続である、として理
論を展開している。同一の磁性体ならば要素間におけるgradφの連続性は保証
される。しかし、異なる磁性体間の要素境界で各々の媒質から見た基礎方程式
の接合条件を課さないにもかかわらず、単一節点であるからgradφの値が連続
であるとするのは疑問であり、得られた計算結果におけるdivAの値は零となっ
ていない。このような矛盾にもかかわらず、全く同様に議論をすすめている例
もある（T＞。
　筆者らはすでに磁気ベクトルポテンシャルを用いた三次元静磁界解析におけ
るCoulombのゲージと、異なる磁性体間の境界条件との関係を論じ、境界条件を
完備するためにはゲージ条件が必要であることを示し、ゲージ条件の意味を理
論的に明確にした（8）”（9）。本報では、磁気ベクトルポテンシャルの境界条件と
離散化式における境界積分項の検討を行なう。次に、得られた有限要素式を用
いて数値計算を行ない、領域内で節点におけるdivAの値が零であることを示す。
また、電気学会モデル”e）の解析を行ない、計算値が実測値と良く一致するこ
とから、我々の提案した有限要素定式化の妥当性を述べる。
2．有限要素式の導出
2，　1．vect・or・－Po・i’・sson方程式の導出
　静磁界における基本方程式は次式で与えられる。
　　　　rotHニJe
　　　　divB＝O
　　　　B＝μeH十M
（1）
（2）
（3）
ただし・H：磁界強度・　Jz：強制電流密度、　B：磁束密度、μo：真空の透磁
率、M：磁化である。
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式（2はり次式に示す鵬ベクDレポテンtシャルAを聯㌣る・
　　　　B＝rotA　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C4）
　ところで、式（4）のAにはgradφなる不定性が許されるが、次式に示す
Coulombのゲージを課してAが唯一であることを保証することができる。
　　　　divA＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）
　式（1）～（5）より、　　　一一六▽・A＋岩・・tM＋J・一・　　　　（6）
なるvector－Poissonの方程式を得る。式（6）は境界値問題として解く際に境
界条件が明確であり、また、Coulombのゲージ条件式（5）を含んでいるため解
Aの一意性が保証されている。
2．　2．Galerkin法による離散化（8）一（9L
　いま、直角座表系（x，y，　z＞を仮定し、式（6）をGaierkin法を用いて離散化を
行ない次式を得る。
G・迚?Z▽2A・女・・岡・〕d・d・d・
＝鄙（・・ad鯉S＋鄙（，Mz－kM・）°・dS
＋七∫IN・（・・adA・）・　＋女∫IN・（kいり・　
＋雪∫IN・（・・adA・）　＋老∫IN・“Mジ岬S
云∫！∫〔諜・聾・諜）一
七∫！∫〔諜：讐・課）一・
老∫！∫艦・雑・諜〕一
七∫↓騰一鞠一・∫！低騨・
七∫峠鞠一・・∫tSN・J・yd・d・d・
　　　　　　　　　　　－2一
　　　　　　　一±∬∫峠一些鞠d綱・・∫ffN、J。。d・d・d・
　　　　　　　　　　V　　　　　　　　　　　　　　　V
　　　　　　　＝　0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）
ただし、式（7）において、N・（N・，Nり，N，）：形状関数，　n：境界面における
単位法線ベクトル、　i，j，k：x，y，z方向の単位ベクトルである。
2．　3．境界積分項の消去
　式（7）における境界積分項をとりだせば次式となる。
　　　　　　　鄙（・・adA・｝’ndS＋七∫輿一卿一
　　　　　　＋鄙（・radA・　〉’　’「dS＋櫛（騰醜）・ndS
　　　　　　＋鄙（9’adA・〉’　’　ndS＋云∫か・ぐ麹馬一肱）’ndS（8）
　以後境界面をy－z平面に仮定して議論を進めることにすれば、式（8）は次式
のようになる。
　　　　　　　六∫！㌧1錘
　　　　　　　・胡惜…六∫！w
　　　　　　　　1　　　　∂Az　　　　1　　　　　　＋π∫い・趣dS一兀∫典dS
ところで、外周境界面あるいは対称境界面qD噛q2）では、
　（a）磁界が境界面に平行であるとき、
　　　　Axn＝0　カ・つ　divA＝0
　（b）磁界が境界面に垂直に入射するとき、
　　　　nxrotA＝0　カ、つ　A。n＝0
（9）
（10）
（11）
なる磁気ベクトルポテンシャルの境界条件を与えねばならない（付録参照）が、
この条件にしたがって式（9）に示す境界積秀項の消去を行なう。
　　（a）磁界が境界面に平行であるとき
　　　　　Axn＝0　より　Ay：Az＝0　つまり　Ny＝Nz＝0
　　　　　これから式（9）第2～．5項は消去できる。
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　　　　　また、divA＝oを境界上で課しているからeA、／∂x＝oは満足
　　　　　される（8）一（9）。
　　（b）磁界が境界面に垂直に入射するとき
　　　　　A・n・＝0　　より　　Ax＝0　つまり　　N×＝0
　　　　　これから式（9）第1項は消去可能である。また磁界が垂直に入射
　　　　　することからMり＝Mz＝0であり、さらにaAり／∂x＝eAz／ax
　　　　　ニ0から式（9）第2～5項も消去可能である。
　以上より、いずれの境界条件の場合にも式（9）に示す境界積分項は消去可
能であるから、式（7）は次式のようになる。
　　　　　G・六∫∫∫齢釜釜籍釜籍）d・d・d・
　　　　　　　　　　V
　1　＿　μO
　1＋　＿　μO
　1　＿　μ0
　1＋　＿　Pt　O
（～PlJV～
〔～ρーJV～
∂N　　∂A　　　　∂N　　∂A　　　　SN　　eA
　y　　y　　　　y　　y　　　　y　　y－　＿　　　＿　＿　 ＋∂X　　∂X　　　 ∂y　　∂y　　　　∂Z　　∂Z一一
jd・d・d・
∂N　　∂A　　　　∂N　　∂A　　　　∂N　　∂A
　　　　　z　　　　　z　　　z　　　　　　　　　z－　－　　　＿　＿　 　ex　　ex　 　∂y　　∂y　　　　SZ一翫一
jd・dyd・
∫∫∫〔騰一M爾d・d・d・・∫∫∫N．J。。d・d，d・
V　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V
∫∫∫〔弗一M、蜘d舶・d・・∫∫∫N，J。，d・d・d・
V　　　　　　　　　　　　　　　　　　V
　　　　　　　・舌∫∫∫〔喋一蜘　・d・・∫∫∫ll。J。。d・d・d・
　　　　　　　　　　V　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V
　　　　　　＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12＞
　一方、divA＝0を課さない場合には式（9）第1項が消去できない（7）から
表面積分項の考慮が必要である。
2．4．有限要素式の導出
　式（12）が境界条件を満たす任意の形状関数N・（N，，Nり，N、）に対して成立す
るために次式が成り立つ必要がある。
　　　　　　六∫！∫齢簑・祭籍・籍籍）d・d・d・
　　　　　・六∫！騰一鞠一・Ψ調・
＝　0
一4－一一一
（13）
云∫膿纂・讐・難）一・
　　V
・六∫！酷一噛一・・∫SSN・J・yd・d・d・
＝　0
六∫∫∫〔SN　　∂A　　　　∂N　　∂A　　　　∂N　　eA　　Z　　　　Z　　　　　　Z　　　　Z　　　　　　Z　　　　Z　　　　　　　　十　　　　　　　　　　　　　十∂X　　∂X　　　　∂y　　∂y　　　　∂Z　　ez）d・d・d・
　　V
（14）
　1キ　　　　μ0
＝　0
∫∫∫（M。襲蜘dxd・d・・∫∫∫N。J。，dxd，d・
V　　　　　　　　　　　　　　　　　　V
　以上、本節では境界面をy－z平面に仮定して議論を進めたが、
ついても同様の議論が成り立つ。
（15）
任意の境界面に
6．数値計算例
6．　1．永久磁石による磁束密度分布とdivA
　図1に永久磁石による磁束密度分布を示す。　8節点1次要素を用いて領域を
均等に分割し、中央にM。・1［T］、My・M．・0［T］の永久磁石を配し、境界条件とし
て同図に示す境界条件を与えた。矢印の向き、長さがそれぞれ磁束密度の向き
と大きさを示しており、永久磁石を配した位置において磁束密度の゜ﾅ大値が
Bx・0．3709［T］、　By・Bz・0［T］となっている。ところで、磁気ベクトルポテンシャ
ルを用いた三次元静磁界解析では、異なる磁性体間の境界条件が満たされてい
るかどうかが問題となる（8）一（9》。これを調べるために、永久磁石と真空の境界
節点におけるdivAの値を求めた。この例題でぽ異なる磁性体間の境界節点は8
個の要素を共有するため、まず境界節点を共有する8個の要素中のガウス積分
点でのdivAの値を求め、表1に示す。同表よりdivAの値を平均し異なる磁性
体間の境界上の節点における値として求めれば、その値は零となることから異
なる磁性体聞の境界条件は満たされていることが分かる。他の境界節点及び領
域内の任意の節点においてもdivA・0であった。なお、外周の境界面に種々の境
界条件を与えた場合のdivAの値も併記するが、異なる磁性体間の境界節点にお
けるdivAの値はいずれも零である。
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イ．一亡・
　　z／L，
x
permanent　magnet
Mx・1［T］，　My・M・・0［T］
air
x－y、z－x平面：固定境界
y－z平面：自由境界
図1．永久磁石による磁束密度分布
表1．ガウス積分点におけるdivAの値
節点を divAの値
共有する
要素番号 all　free自由境界 固定境界
（1） 0．0 0．0 0．0
（2） 0．0 0．0 0．0
（3） 一〇．06181 一〇．06178 一〇．06178
（4） 一〇．07016 一〇．07013 一〇．07012
（5） 十〇．06181 十〇，06178 十〇．06178
（6） 十〇．07016 一〇．07013 十〇．07012
（7） 0．0 0．0 0．0
（8） 0．0 0．0 0．Q
（注）
all　free
　境界上でAの値を拘束
　しない。
自由境界：
　x－y、z－x平面：固定境界
　y－z平面：自由境界
固定境界：
　x・－y、y－Z、Z－X平面：
　　　　　　　固定境界
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6．　2・・．軟磁性材とコイルによ’る磁束密度分布とdivAの値
　図2に本定式化を用いて解析した電気学会モデルの磁束密度分布を示す。　こ
の際、対称性’??pして1／8領域を考慮し、対称境界面には自然境界条件と反対
称境界条件c11）－c12jを与え、外周境界面には透磁率の高いシールドが存在する
と仮定し自然境界条件を与えた。図3に実測値（IM）と解析｛直との比較を、表2
に磁性体と真空の境界節点（x，y，z＞＝（50，50，100）を共有する8個の要素中の
ガウス積分点におけるdivAの値を示す。前節と同様にして計算すれば、’節点に
おけるdivAの値は零であることが分かる。また、磁性体のコアを含まない場合
のdivAの値も併記するが、この場合も節点における値は零である。また、外周
境界面の境界条件とdivAの値との関係を調べるために、表3、4に固定境界条
件、及び全てのAを拘束しない条件を与えた場合のdivAの値を示す。同表から
いずれの境界条件を与えた場合も節点におけるdivAの値は零であり、ゲージ条
件は境界条件により拘束されるものではないことが分かる。
Z
図2．電気学会モデルの磁束密度分布　　（1／8モデル）
　　　外周に磁気シールドがある場合
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図3．電気学会モデルの実測値と解析値との比較
表2．ガウス積分点におけるdivAの値
外周境界面でAの値を拘束しない場合
表3．　ガウス積分点におけるdivAの値
外周境界面で自由境界条件を与えた場合
節点を divAの値 節点を divAの値
共有する 共有する
要素番号 without　corewith　core要素番号 without　corewith　core
（1） 0．0 0．0 （1） 0．0 0．0
（2） ＋0．1123x10－3＋0．3040x10－4（2） ÷0．1042x10－3＋0．1437x10’4
（3） 一〇．1123x10卿3一〇，3040x10塵4（3） 一〇．1042x10－3一〇．1437x10－4
（4） 0．0 0．0 （4） 0．0 0．0
（5） 0．0 0．0 （5） 0．0 0．0
（6） ＋0。1031x10”3一〇，2888x10『4（6） ＋0．9496x10－4一〇．9331x10－4
（7） 一〇．1031x10－3＋0．2888x10－4（7） 一〇．9496x10－4＋0．9331x10－4
（8） 0．0 0．0 （8） 0．0 0．0
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7．おわりに
　磁気ベクトルポテンシャルを用い
た三次元静磁界解析における磁気ベ
ク1・ルポテンシャルのゲージ条件と
：境界条件との関係を明確にし、新し
い有限要素定式化を示した。また、
提案した有限要素式を用いて数値計
算を行ない、各種の境界条件の下で
解析領域全体のdivAの値が零であ
り、　これからゲージ条件は境界条件
により拘束されるものではないこと
を示した。また、電気学会モデルの
解析結果は実測値と良く一致してい
ることから、提案した定式化の妥当
性を確認した。
表4．　ガウス積分点におけるdivAの値
外周境界面で固定境界条件を与えた場合
節点を divAの値
共有する
要素番号 without　corewith　core
（1） 0．0 0．0
（2） ＋0．1481x10－3＋0．3118x10－3
（3） 一〇，1481x10－3一〇．3118x10－3
（4） 0．0、 0．0
（5） 0．0 0．0
（6） ＋0．1386xlr3＋0．3911xlr4
（7） 一〇．1386x10”3一〇．3911x10－4
（8） 0．0 0．0
　次の機会では本定式化を用いた磁気ヘッドの解析、及び実測結果との比較
（13）“（14）について発表する予定である。
　本研究を進めるにあたり、御助言をいただいている新潟大学工学部小林良和
教授、および、ご指導、御助言をいただいているアルプス電気㈱新潟事業部稲
田明弘課長に深謝する。
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付　録
　磁気ベクトルポテンシャルAの一意性を保証した方程式（15）
　　…（t…A）　－9・・d（t’di・A）　・G
に対して、境界面上で
　　　　Axn＝0　　かつ　　divA＝0
または
　　　　nxrotA＝0　かつ　　n・Aニ0
なる境界条件を与えれば、
　　∫∫∫÷11…Ail　2dv・∫∫∫÷（di・A）2dV・∫∫∫阿dV
　　　V　　　　　　　　　　　V　　　　　　　　　　　V
を得る。
　逆にエネルギー汎関数を
」［A］　・　f∫∫÷鑓…Aii2dV　；　」’∫∫÷（姻2dV－2∫∫∫A・J　dV
　　　　V　　　　　　　　　　　V　　　　　　　　　　　　V
とおき、境界条件（A2）のもとに
　　　　δJ［A］＝0
とすれば、
　　　…〔÷…ザ9・ad〔÷di・の・・
を得る。
（A1）
（A2）
（A3）
（A4）
（A5）
（Al）
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